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Determination of the Thickness of Elastic Tube Using the Time-Frequency Analysis
of Wigner-Ville
The dimensional characterization of an elastic cylindrical shell can be done thanks to its cut-off frequencies of
the acoustic circumferential waves propagating around the circumferential of the shell. The Wigner-Ville time-
frequency representation, that take into account both the time and frequency parameters of a signal, is used in
this study to access to the sought parameters. In this paper, the Wigner-Ville Distribution is applied to acoustic
experimental signals backscattered by an aluminium tube with a radii radio b/a (a: external radius, b: internal
radius). The time-frequency images of Wigner-Ville obtained permit to determine the cut-off frequency. From
these frequencies we have determined with precision the radii radio b/a and also the aluminium cylindrical shell
thickness.

Sommaire
La caractérisation dimensionnelle d’une coque cylindrique élastique peut se faire à partir des fréquences de
coupure des ondes circonférentielles acoustiques se propageant autour de la circonférence de la coque. La
représentation temps-fréquence de Wigner-Ville, qui prend en compte à la fois le paramètre temps et le paramètre
fréquence d’un signal, est utilisée dans cette étude pour accéder aux paramètres recherchés. Dans cet article, la
Distribution de Wigner-Ville est appliquée sur des signaux expérimentaux acoustiques rétrodiffusés par un tube
d’aluminium de rapport des rayons b/a (a: rayon externe, b: rayon interne). Les images temps-fréquence de
Wigner-Ville obtenus permettent de déterminer la fréquence de coupure. A partir de ces fréquences nous avons
déterminé, avec précision, le rapport des rayons b/a ainsi que l’épaisseur de la coque cylindrique d’aluminium.
PACS no. 43.4.0.At

1. Introduction

De nombreuses études, théoriques et expérimentales, ont
montré que les résonances acoustiques d’une cible sont
liées à ses propriétés physiques et géométriques [1, 2,
3, 4, 5, 6, 7]. Inversement, à partir de ces résonances
on peut caractériser le matériau constituant une cible
dont on connaît la géométrie. Parmi toutes les cibles de
formes géométriques simples (plaque, multicouche, cylin-
dre, sphère, tube, . . . ), les tubes ont fait l’objet de très peu
d’études de caractérisation. Dans ce travail nous nous pro-
posons de déterminer certaines propriétés physiques d’un
tube mince élastique de rapport des rayons b/a (a: rayon
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externe, b: rayon interne). A cet effet, nous faisons ap-
pel à la représentation temps-fréquence de Wigner-Ville
qui tient compte à la fois du paramètre temps et du
paramètre fréquence [8, 9, 10, 11, 12]. L’image temps-
fréquence de Wigner-Ville du signal acoustique rétrodif-
fusé par ce tube permet de déterminer la fréquence ré-
duite de coupure d’un type d’onde circonférentielle anti-
symétrique (A1, A2, . . . ) se propageant autour de la cir-
conférence du tube. Ces fréquences permettent alors de
déterminer le rapport des rayons du tube b/a ainsi que
l’épaisseur de ce dernier. Dans cette étude nous utilisons
trois tubes d’aluminium de différents rapports b/a. Ces
différents exemples permettent d’évaluer les performances
et la robustesse de l’analyse temps-fréquence de Wigner-
Ville pour la détermination dimensionnelle du rapport des
rayons et de l’épaisseur de la coque cylindrique étudiée.
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2. Réponse impulsionnelle expérimentale

2.1. Conditions expérimentales

L’étude expérimentale est conduite dans une cuve paral-
lélépidique. Pour obtenir des signaux exploitables, il est
nécessaire de ne pas être gêné par des réflexions sur les
parois de la cuve. Ce dernier est équipé de système de
positionnement précis pour les échantillons et les cap-
teurs piézoélectriques. Cette cuve est remplie d’eau dont
la masse volumique est ρeau = 1000 kg/m3 et dans laque-
lle la célérité des ondes acoustiques est ceau = 1470m/s
a été mesurée à la température ambiante de 20◦C. Les
capteurs piézoélectriques utilisés, dans cette expérience,
sont de marque Panametrics. La largeur de leur bande pas-
sante est de l’ordre de leur fréquence centrale 10MHz,
nous permet de mener des expériences dans un large do-
maine fréquentiel. Ils peuvent aussi bien fonctionner en
émetteur qu’en récepteur. La dimension de la pastille pié-
zoélectrique du capteur étant finie (D1 = 1 cm), ce dernier
n’émet pas de l’énergie uniquement suivant la direction
axiale. La directivité du transducteur est proportionnelle
au rapport de l’intensité diffractée suivant cette direction.
Pour n’est pas être gêné par la diffraction générée par les
lobes secondaires (qui sont négligés dans notre expéri-
ence), il est nécessaire de respecter les conditions suiv-
antes dans l’expérience:
• La section droite du lobe principal doit avoir un di-

amètre supérieur au diamètre de l’échantillon (D2 =
2a = 1 cm, a est le rayon externe du tube),

• L’axe du faisceau ultrasonore est perpendiculaire à
l’axe du tube,

• Les mesures sont faites en champ lointain ; la distance
transducteur-échantillon est comprise en d = 0.2 et
d = 0.5m (avec d � a).

Les échantillons sont des tubes d’aluminium de différent
rapport des rayons b/a inconnu. La masse volumique
d’aluminium est ρAl = 2790 kg/m3 et la célérité de l’onde
à polarisation longitudinale est cL = 6380m/s et la célérité
de l’onde à polarisation transversale est cT = 3100m/s.
Dans l’expérience utilisée dans ce travail la longueur du
tube d’Aluminium (L = 20 cm) est suffisamment grande
devant la longueur d’onde incidente pour qu’ils puis-
sent être considérés comme infinie et pour répondre aux
conditions théoriques [13]. La Figure 1 présente le dis-
positif expérimental utilisé dans ce travail. Ce disposi-
tif est constitué d’un générateur d’impulsions, d’un oscil-
loscope numérique, capteur piézoélectrique et d’un tube
d’aluminium.

2.2. La méthode impulsionnelle expérimentale

La chaîne de mesure qui contient un générateur d’im-
pulsions, qui excite électriquement le capteur piézoélec-
trique de large bande, est illustrée par la Figure 2. Le
générateur génère une impulsion de grande amplitude et de
courte durée. Ce dernier transforme cette impulsion élec-
trique en une énergie mécanique (onde acoustique). A la
sortie du capteur, nous avons un signal incident impor-
tant qui contient des informations intéressantes. Le tube

Figure 1. Dispositif expérimental.

Figure 2. Chaîne de mesure de la méthode impulsionnelle.

réagit en diffusant de l’énergie dans toutes les directions.
Le signal rétrodiffusé est capté par le même capteur. Le
changement du mode de fonctionnement du capteur est as-
suré par une porte intégrée au générateur d’impulsions. Le
signal reçu est ensuite amplifié puis envoyé vers un os-
cilloscope numérique de type Lecroy 931OM-300MHz.
Ce dernier est aussi équipé d’un logiciel de traitement de
signaux. Ce logiciel permet d’effectuer la transformée de
Fourier rapide du signal reçu. L’oscilloscope numérique
est connecté à un ordinateur par une interface IEEE 488.2.
Une application LabVIEW, réalisée dans notre Labora-
toire "LMTI", permet le dialogue entre le calculateur et
l’oscilloscope numérique. Ce qui permet de stocker les
signaux temporels et fréquentiels dans la mémoire du cal-
culateur, afin de les analyser par la suite à l’aide d’autres
programmes.
Le signal émis par le capteur est de type impulsionnel,

donc nécessairement large bande. La Figure 3 présente
un exemple d’un signal expérimental rétrodiffusé par un
tube d’aluminium de rapport des rayons b/a inconnu.
L’observation de ce signal montre la présence d’un nombre
d’échos relatifs à l’onde circonférentielle antisymétrique
A1 (gamme de fréquence réduite 102.4 < ka < 204.8)
qui se propagent autour de la circonférence du tube. La
fréquence réduite ka (sans unité) est définie par la relation

ka =
2πfa
ceau

, (1)

où f est la fréquence de résonance d’une onde circonféren-
tielle en Hz.
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La Figure 3 montre un exemple d’un signal expérimen-
tal global rétrodiffusé par un tube d’Aluminium. Ce signal
contient les différents échos des ondes circonférentielles
(S0, A1, S1, S2, A2, . . . ). Sur cette Figure nous avons
ajouté des flèches qui indiquent les différents échos.

La Figure 4, qui contient seulement l’onde A1, est
obtenue par l’application des étapes suivantes:
• Etape 1: A l’aide de la transformé de Fourier rapide

(FFT), nous avons calculé le spectre fréquentiel du sig-
nal global (Figure 3),

• Etape 2: Filtrage fréquentiel du spectre obtenu: isole-
ment des fréquences de l’onde A1 et remplacement des
autres fréquences, proportionnelles aux autres ondes
(S0, S1, S2, A2), par des zéros,

• Etape 3: Le signal expérimental de la Figure 4, qui con-
tient seulement l’onde A1, est obtenu par l’application
de la transformé de Fourier inverse (FFT−1) du spectre
fréquentiel obtenu dans l’étape 2,

Dans ce travail, la technique temps-fréquence de Wigner-
Ville est utilisée pour déterminer la fréquence réduite de
coupure (ka)c et mesurer le rapport des rayons b/a in-
connu des trois tubes d’aluminium.

3. Analyse temps-fréquence de la réponse
acoustique rétrodiffusée par un tube

3.1. Représentation temps-fréquence de Wigner-
Ville

Plusieurs travaux de recherche ont été consacrés au
cours de ces dernières années aux différentes méthodes
de représentation temps-fréquence paramétrique et non
paramétrique [8, 9, 10, 11, 12]. Parmi ces différentes tech-
niques, c’est la représentation de Wigner-Ville qui a été
retenue dans ce travail en raison de ses intéressantes pro-
priétés. Elle se définit par [8, 9]

Wz(t, ν) =
�+∞

−∞
z(t + τ/2) z∗(t − τ/2) e−2iπνtdτ, (2)

où z(t) est le signal analytique associé au signal temporel
d’énergie finie x(t) et z∗(t) son complexe conjugué. En
pratique, c’est la version dite Pseudo Wigner-Ville Lis-
sée (PWVL) qui est implémentée dans ce travail. Cette
représentation est définie par la relation

PW V Lz(t, ν) =
�+∞

−∞

��h(τ/2)��2
�+∞

−∞
g(t − u) (3)

· z(t + τ/2) z∗(t − τ/2) e−2iπνz dτ du,

où h et g sont deux fenêtres de lissages temporelle et
fréquentielle qui sont à choisir convenablement [9, 10].

La représentation temps-fréquence PWVL donnée par
l’équation (3) faisant appel à ces deux fenêtres. La fenêtre
d’analyse g(t) ne contrôle plus que le résolution fréquen-
tielle, la résolution temporelle étant quant à elle contrôlée
par la fenêtre h(t). Ces deux grandeurs peuvent être réglées
de manière indépendante. Cette indépendance propriété
représente une différence fondamentale par rapport aux

Temps ( s)

Figure 3. Signal expérimental global rétrodiffusé par un tube
d’Aluminium (Echo spéculaire, les échos des ondes circonféren-
tielles et l’écho de l’onde de Scholte).

Figure 4. Signal expérimental rétrodiffusé par un tube d’Alumi-
nium (Echo de l’onde circonférentielle antisymétrique A1).

méthodes de transformé de Fourier à court terme classique
où lissage en temps et lissage en fréquence ne peuvent
être découplés. La propriété d’indépendance permet aussi
de dépasser les compromis inhérents aux représentations
temps-fréquence de type spectrogramme [9, 10].

3.2. Images PWVL des signaux expérimentaux
rétrodiffusés par des tubes

Les Figures 5 à 7 montrent les images PWVL obtenues
par l’équation (3), sur des signaux expérimentaux rétrod-
iffusés par trois tubes de rapport des rayons b/a inconnus.
L’observation de ces images montre bien, l’effet de filtrage
numérique utilisé pour chaque gamme de fréquence ka de
l’onde circonférentielle antisymétrique A1 (isolement de
cette onde). Les images des Figures 5 à 7 correspondent les
gammes de fréquence réduite de l’onde circonférentielle
antisymétrique A1; 220 < ka < 375, 130 < ka < 200
et 65 < ka < 120 successivement. Sur ces figures l’onde
circonférentielle antisymétrique A1 est bien isolé. Ces im-
ages montrent deux trajectoires. La partie basse fréquence
de cette onde arrive plus tardivement que la partie haute
fréquence, ce qui signifie que la vitesse de groupe de cette
onde croît en fonction avec la fréquence.

Quand le temps augmente, les trajectoires associées à
l’onde antisymétrique A1 pour chaque cas, tendent vers
une valeur asymptotique qui est la fréquence réduite de
coupure (ka)c de cette onde. Cette fréquence correspond
au point d’intersection de la trajectoire asymptotique de
l’onde antisymétrique A1 et de l’axe des fréquences. Les
valeurs de la fréquence réduite de coupure (ka)c, relevées
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ka

Figure 5. Image PWVL de la réponse impulsionnelle du pre-
mier tube d’aluminium (220 < ka < 375, Onde circonférentielle
antisymétrique A1).

ka

Figure 6. Image PWVL de la réponse impulsionnelle du deux-
ième tube d’aluminium (130 < ka < 200, Onde circonférentielle
antisymétrique A1).

à partir des images des figures 5 à 7, sont présentées dans
le Tableau I.

4. Détermination du rapport des rayons
b/a à partir des images PWVL

La Figure 8 montre le mécanisme de formation des dif-
férents échos; l’écho spéculaire généré par la réflexion sur
la surface avant du tube, les échos des ondes circonféren-
tielles et l’écho de l’onde de Scholte. Ces ondes circon-
férentielles propageant autour de la circonférence du tube.

Le capteur émet de l’énergie uniquement suivant la di-
rection axiale, en générant une onde acoustique plane. Le
tube élastique mince d’épaisseur e=a-b est excité par cette
onde acoustique plane. L’onde se propage dans la coque

ka

Figure 7. Image PWVL de la réponse impulsionnelle du troi-
sième tube d’aluminium (65 < ka < 120, Onde circonférentielle
antisymétrique A1).

Tableau I. Fréquences réduites de coupure de l’onde anti-
symétrique A1.

PWVL de l’onde antisymétrique A1 (ka)c déterminée

Premier tube d’Aluminium (Figure 5) 221±0.2
Deuxième tube d’Aluminium (Figure 6) 132±0.3
Troisième tube d’Aluminium (Figure 7) 66±0.3

Figure 8. Mécanisme de formation des échos.

cylindrique et sur la circonférence de la surface eau-coque
(Figure 8). Cette propagation permet de générer des dif-
férentes ondes circonférentielles (S0, A1, S1, S2, A2).
L’observation de la Figure 4 du signal acoustique rétrod-
iffusé montre la présence de ces ondes. Il excite une rela-
tion étroite entre les ondes circonférentielles propageant
dans le cas d’un tube élastique mince et les ondes de
Lamb propageant dans le cas d’une plaque de même épais-
seur e (Figure 9). La condition nécessaire pour vérifier
cette similitude entre ces deux types d’ondes et que il
faut utiliser pour un tube élastique mince de rapport des
rayons b/a (avec b/a > 0.9) et une plaque de même épais-
seur (e = a − b). La similitude permet donc d’utiliser les
relations classiques appliquées dans le cas des ondes de
Lamb pour remonter à la valeur de la fréquence réduite
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Figure 9. Propagation d’une onde acoustique autour de la cir-
conférence d’un tube mine de rapport de rayons b/a > 0.9.

Tableau II. Résultats obtenus pour le rapport des rayons b/a. I:
(ka)c déterminée à partir de PWVL de l’onde A1. II: Rapport b/a
obtenu à partir de PWVL de l’onde A1. III: Rapport b/a mesuré
par pied à coulisse.

I II III

Tube 1 (Figure 5) 221±0.2 0.970±0.001 0.97
Tube 2 (Figure 6) 132±0.3 0.949±0.002 0.95
Tube 3 (Figure 7) 66±0.3 0.899±0.004 0.90

Tableau III. Résultats obtenus pour l’épaisseur e. I, II, III:
Comme dans Tableau II.

I II III

Tube 1 (Figure 5) 221±0.2 0.2996±0.0004 0.3
Tube 2 (Figure 6) 132±0.3 0.5016±0.0011 0.5
Tube 3 (Figure 7) 66±0.3 1.0033±0.0046 1

de coupure (ka)c d’une onde circonférentielle dans le cas
d’un tube [11, 12, 14, 15, 16, 17].
Dans le cas d’une plaque mince d’épaisseur e les fré-

quences de coupure des ondes de Lamb symétriques et an-
tisymétriques sont fournies respectivement par

(fe)Sc =
�

mcT
(m + 1/2)cL

, (4)

(fe)Ac =
�

mcL
(m + 1/2)cT

. (5)

A partir de l’équation (1) et des deux relations précédentes
(4) et (5), les fréquences réduites de coupure (ka)c des on-
des circonférentielles dans le cas d’une coque cylindrique
s’obtiennent respectivement par (Annexe)

(ka)Sc =
2π

ceau(1 − b/a)

�
mcT
(m + 1/2)cL

(6)

pour les ondes symétriques,

(ka)Ac =
2π

ceau(1 − b/a)

�
mcL
(m + 1/2)cT

(7)

pour les ondes antisymétriques, où e = a−b est l’épaisseur
du tube et m est le mode d’apparition d’onde (entier).

Pour l’onde circonférentielle antisymétrique A1, le
mode d’apparition m = 0 (premier mode antisymétrique
généré). A partir de la relation (7), la détermination du
rapport des rayons b/a, pour chaque tube d’aluminium,
est donnée par l’équation

b

a
= 1 − πcT

ceau(ka)c
. (8)

L’épaisseur du tube est donnée par

e = a
πcT

ceau(ka)c
. (9)

Les valeurs déterminées, du rapport des rayons b/a et de
l’épaisseur e, pour les trois tubes d’aluminium étudiés,
ainsi que les valeurs du rapport b/a mesurées par la
méthode classique "pied à coulisse", sont présentées dans
Tableaux II et III.

De la comparaison entre les rapports des rayons b/a,
et les épaisseurs e déterminés par la l’analyse temps-
fréquence PWVL et celles mesurés par la méthode clas-
sique “pied à coulisse”, il en résulte une bonne concor-
dance entre ces résultats.

5. Conclusion

La technique développée dans cet article peut être util-
isée comme une nouvelle technique de mesure non de-
structive pour caractériser un tube élastique mince. Cette
méthode permet en effet de déterminer la fréquence ré-
duite de coupure (ka)c d’une onde circonférentielle anti-
symétrique A1, se propageant autour de la circonférence
du tube. A partir de ces fréquences, nous avons déter-
miné avec précision le rapport des rayons b/a ainsi que
l’épaisseur e = a − b des tubes d’aluminium étudiés.
De la comparaison, entre les résultats obtenus à partir
de l’analyse des images temps-fréquence PWVL et celles
obtenus par d’autres techniques classiques, il en résulte
une bonne concordance. Les différents exemples dévelop-
pés dans cette étude vont donc, nous permettre d’évaluer
les performances et la robustesse de l’utilisation de la tech-
nique temps-fréquence “PWVL” pour accéder aux autres
paramètres physiques.

Appendix

La Figure 8 montre le mécanisme de formation des dif-
férents échos des ondes circonférentielles. La fréquence
réduite de ces ondes ka (sans unité) est définie par

ka =
2πfa
ceau

, (A1)

où ceau = 1470m/s est la célérité des ondes acoustiques
dans l’eau, f est la fréquence de résonance d’une onde
circonférentielle en Hz et a est le rayon externe du tube.
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Dans le cas d’une plaque mince d’épaisseur e les fré-
quences de coupure des ondes de Lamb symétriques et an-
tisymétriques sont fournies respectivement par

(fe)Sc =
�

mcT
(m + 1/2)cL

, (A2)

(fe)Ac =
�

mcL
(m + 1/2)cT

, (A3)

où cL = 6380m/s et cT = 3100m/s sont les célérités longi-
tudinale et transversale dans l’Aluminium et m est le mode
d’apparition d’onde (entier).
La relation (1) permet d’écrire

ka e =
2πa
ceau

f e. (A4)

Cette équation est équivalente à la relation

f e = (ka e)
ceau
2πa

= (ka)
ceau
2πa

e, (A5)

avec e = a−b. L’expression (5) est équivalente à la relation f e = (ka)
ceau
2πa

(a − b) = (ka)
ceau
2π

(1 − b/a),

(fe)c = (ka)c
ceau
2π

(1 − b/a).
(A6)

Cette équation est équivalente à

(ka)c =
2π

ceau(1 − b/a)
(fe)c. (A7)

A partir de l’équation (7) et des deux relations précédentes
2 et 3, les fréquences réduites de coupure (ka)c des ondes
circonférentielles dans le cas d’une coque cylindrique de
rapport des rayons b/a (> 0.9) s’obtiennent respective-
ment par [11, 12, 14, 15, 16, 17]

(ka)Sc =
2π

ceau(1 − b/a)

�
mcT
(m + 1/2)cL

(A8)

pour les ondes symétriques,

(ka)Ac =
2π

ceau(1 − b/a)

�
mcL
(m + 1/2)cT

(A9)

pour les ondes antisymétriques, où e = a−b est l’épaisseur
du tube et m est le mode d’apparition d’onde (entier).
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